第 三 章 空间 解析 几何 


81 平面 与 直线 


1.1 坐标 与 方程 

在 空间 中 取 定 右手 系 的 单位 正 交 标 架 {Oi el ez, es 上. 设 卫 为 空间 
中 一 点 ， 我 们 称 OP 为 书 点 的 位 置 向 量 . 通过 向 量 分 解 OP = zel 十 
ye2 十 ze3, 空间 的 每 个 点 书 均 唯 一 对 应 它 的 坐标 (z,y 2). 通常 ， 我 们 
将 点 已 和 它 的 坐标 (z, yz) 等 同 起 来 ， 记 为 已 = (z, 沁 2). 

定义 1.1 我 们 称 过 O 点 且 平 行 于 el, ez, es 的 直线 分 别 为 z- 轴 ， 
V 一 轴 ， 之 一 轴 ， 统称 为 坐标 轴 ; 称 向 量 CE1，E2，E3 的 方向 分 别 为 化 轴 ， 2 
轴 ，> 轴 的 正方 向 ; 称 {Oi et,ez} 生成 的 平面 为 zy 平面 ; 称 {O; ez,es} 
生成 的 平面 为 yz 平面 ; 称 {Oiel,es} 生成 的 平面 为 zz 平面 . 这 三 个 
平面 统称 为 坐标 平面 . 

如 图 1.1 三 个 坐标 平面 将 空间 分 制 成 八 个 区 域 ， 每 个 区 域 称 为 一 
个 卦 限 . 满足 z > 0 的 卦 限 有 四 个 , 依照 zy 平面 四 个 区 域 的 传统 顺序 
分 别 为 卦 限 LILIILIV; 满足 z < 0 的 卦 限 有 四 个 ， 依 照 zy 平面 四 个 区 
域 的 传统 顺序 分 别 为 卦 限 V,VLVILVIII. 


图 1.1 


向 量 空间 Y 中 的 每 个 向 量 a 均 可 唯一 表示 成 a = alel 十 azez 十 a3e3， 
我 们 将 a 和 它 在 基 {el,ez,es} 下 的 坐标 (ait,az,as) 等 同 起 来 ， 记 为 


a 一 (al, az, a3). 于 是 ， 


el = (1,0,0)，e2 = (0,1,0)，es = (0,0,1). 


设 a= (alaaas),b = (0p2,%3) 和 c = (clczcs) 为 空间 中 的 三 个 
向 量 . 因为 {fel,ez,es} 是 一 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 ， 则 向 量 内 积 ， 
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外 积 和 体积 公式 分 别 为 


ab 三 alpbl 十 Q2b2 十 asp3; (1.1.1) 
本 0a2 03| _ la 403| | 02 
axhb== ( 太一 】 ， (1.1.2) 
Q1L Q2 03 
[a,b,ec] 一 01 b2 03 。 (1.1.3) 
C1 C2 C3 


通常 ， 空 间 中 的 图 形 可 以 通过 图 形 中 点 的 坐标 所 满足 的 方程 来 刻 
画 ， 例 如 : 中 心 在 (zo,yo,z0) 点 ， 半 径 为 ”的 球面 是 由 满足 方程 


(一 zo) 十 (一 ) 二 (z 一 2 大 一 王 =0 (1.1.4) 


的 点 (zz) 所 构成 . 以 :一 轴 为 负心 半径 为 ” 的 圆柱 面 则 是 由 满足 
方程 


z2 十 只 _r2 一 0 (1.1.5) 
的 点 (z, yz) 所 构成 ,我 们 称 方程 (1.1.4) 为 球面 方程 ， 称 (1.1.5) 为 柱 
面 方程 . 


一 般 地 ， 一 张 曲面 上 所 有 的 点 可 以 用 一 个 方程 Flz,y a) = 0 的 所 
有 解 来 表示 ， 我 们 称 F(z, 销 习 = 0 为 这 张 昌 面 的 方程， 空间 中 的 一 条 
上 曲线 则 可 以 用 两 个 联 立 的 方程 { Gy 2] 二 0 来 表示 ， 它 可 视 为 曲面 
F(z,y2)=0 和 曲面 G(z,yz) =0 的 交 线 . 

此 外 , 昌 面 还 可 以 用 两 个 参数 的 参数 方程 来 表示 . 例如 , 方程 (1.1.4) 
所 代表 的 球面 可 以 用 以 下 的 参数 方程 来 表示 ， 


人 十 rcos0cos oO 


4 三 Mo 十 rsin0gcosp ，0e[l0,27rl,PpeE [0,T; (1.1.6) 
2 一 20 十 六 Sin % 


而 方程 (1.1.5) 所 代表 的 柱 面 可 以 用 以 下 的 参数 方程 来 表示 : 


2 一 7CoS0O 
=7rsn0 ，0el0,2rl,pe 下 . (1.1.7) 
2 一 % 


我 们 称 (1.1.6) 和 (1.1.7) 中 的 0 和 ” 称 为 曲面 的 两 个 参数 . 
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空间 中 的 一 条 曲线 可 以 用 一 个 参数 的 参数 方程 来 表示 : 
2 一 
yy 三 9 的 ，tE(aD)， (1.1.8) 
之 一 几 


其 中 /90, 9g(0 和 AD 为 某 个 区 间 (o,) 上 的 连续 函数 例如， 圆柱 面 
(1.1.5) 上 的 一 条 螺旋 线 的 参数 方程 为 


六 Cost 

y=7snt ，tE 了 R， (1.1.9) 
2 一 ct 

其 中 ce 为 非 零 和 数 ， 几何 上 ， 当 我 们 将 一 个 三 角形 缠绕 在 圆柱 面 时 ， 


三 角形 的 边 在 圆柱 面 上 所 形成 的 曲线 就 是 一 条 螺旋 线 ( 仅 在 特殊 情况 
下 为 圆周 ). 


1.2 平面 与 直线 的 方程 
命题 1.1 空间 中 的 平面 所 对 应 的 方程 为 4z+ By 十 Cz+DD=0, 其 
中 4,B,C,D 为 常数 ， 且 mn = (4,B,C) 头 0. 


证 明 设 忆 为 平面 . 取 非 零 向 量 n = (4,B,C) 垂直 于 了 习 . 在 习 上 取 定 
一 点 Q@ = (zo,yo,20). 则 三 上 的 任意 一 点 已 = (z,y 2z) 满足 方程 


4z -zi+Bg-o+clz-a)=n:GPBP=0. 


令 了 =-(4zo+Boyo +Czo), 则 平面 上 的 所 有 点 满足 方程 4z 十 
By+Cz+D =0. 反之 ,给 定 方程 4z + By + Cz = 也 其 中 = 
( 4, 也,OC) 天 0. 则 存在 QQ 一 (Zo, yo, 20) 满足 4zo0 十 忆 yo 十 C20 一 必 . 则 
方程 4z + By+Cz= 的 任意 解 已 = (z,y >) 满足 


GBP.n=4z-zo+Bo -+clz -az+D-D)=0. 
记 忆 为 过 @ 点 且 与 n 垂直 的 唯一 平面 . 则 方程 4z+ By+Cz+D=0 
的 所 有 解 落 在 平面 上 . 
推论 1.1 在 平面 方程 4z + By+Cz+D=0 中 ，n=(4,B,C) 代 
表 平 面 的 一 个 法 向 基 . 


设 2 为 平面 . 在 上 取 定 一 点 & = (zo,yo, z0) 和 一 组 平行 于 了 
的 不 共 线 向 量 a = (ait,az,as) 和 b = (Di,p2,ps). 则 空间 中 一 点 书 = 
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(z, 纪 3 落 在 习 上 当 且 仅 当 存在 实数 ww 使 得 9 = wa + vb. 由 于 向 
基 G 玉 = (z 一 zog 一 gz 一 2) 故 平面 了 上 点 (z, 妃 ) 所 满足 的 参数 
方程 为 


三 yo 二 WwWa2z 二 v02 ，UE 疏 . (1.2.1) 
2 一 20 十 aa 十 Vb3 


| 一 20 十 Wail 十 vb 


因为 G 互 = ua+ ob 当 且 仅 当 [Q@P,a,b] = 0, 所 以 平面 2 的 方程 也 可 
以 写成 

沙 一 YX0 QQL 01 

V 一 V0 QQ2 D2 | 一 0. (1.2.2) 
0， Q3 D3 


命题 1.2 设 4z + By+Cz+D=0 和 47z+Bo+CzT+D' = 分 
别 是 平面 和 z 的 方程 ， 则 


(1) 两 平面 重合 今 4/4 = B/B' = C/C' = D/D'; 

(2) 两 平面 平行 且 不 重合 全 4/4' = B/B' = CVC' 也 /7D/; 
(3) 两 平面 相交 令 = (4,B,C) 与 m = (4 BC ) 不 平行 ; 
(4 两 平面 垂直 售 44+BB' 上 +CC' = 0. 


证 明 由 推论 1.1 知 ， 平面 4z + By +Cz 二 =0 和 4z+Bo 二 
Ciz TD' =0 的 法 向 量 分 别 为 nn = (4,B,C) 与 有 = (4 BC0). 
这 两 个 平面 平行 当 且 仅 当 法 向 量 n 和 nm' 平行 ， 即 当 且 仅 当 4/4' = 
B/B'=C/C' = 入 这 时 两 平面 的 方程 分 别 为 4z + By+Cz+D=0 
和 4z+By+Cz+AXD' = 0. 这 两 个 平面 重合 当 且 仅 当 这 两 个 方程 有 共 
同 解 ， 也 就 是 刀 = 入 D'. 这 两 个 平面 平行 且 不 重合 当 且 仅 当 这 两 个 方 
程 没有 共同 解 ， 即 丸和 XD'. 故 (1) 和 (2) 成 立 ， 显 然 ， 两 平面 不 平行 
当 且 仅 当 它们 的 法 向 量 mn = (4,B,C) 与 了 = (4B CD) 不 平行 故 
(3) 成 立 ， 特别 是 ， 两 平面 垂直 当 且 仅 当 它们 的 法 向 量 n = (4,B,C) 
与 n' = (4 BC 垂直 ， 即 44+BBI+TCCC =n:n =0. 故 (4 成 
了 . 


空间 中 一 条 直线 由 直线 上 一 点 和 直线 的 方向 向 量 所 唯一 确定 ， 设 
Q@ = (zo,yo, 20) 是 空间 中 的 一 点 ，a = (al,aa,as) 为 非 零 向 量 . 记 ! 是 
过 @ 并 以 a 为 方向 向 量 的 直线 . 则 ! 上 的 任意 点 已 = (z,yz2) 满足 


GE = ta, 其 中 上 为 实数 ， 于是， 直线 ! 的 参数 方程 为 


2 一 20 十 tai 
y= 一 ytaz ，tER. (1.2.3) 
之 一 20 十 tas 


从 直线 的 参数 方程 (1.2.3) 中 消去 卢 得 到 


YY 一 0 一 2 2 一 20 


QT CQ2 Q3 


(1.2.4) 


我 们 称 (1.2.4) 为 直线 的 标准 方程 . 
空间 中 一 条 直线 也 可 以 视 为 两 个 相交 平面 的 交 线 , 它 的 方程 可 表 为 


| 47z+By+Cz 十 厂 =0 


4zZ+B+C'z 二 D=0 41.2.5) 


其 中 平面 的 法 向 量 n = (4,B,C) 和 mm = (4 BC) 不 平行 ， 这 时 ， 
交 线 的 方向 向 量 a 同时 与 n 和 m' 垂直 ， 故 可 取 


已 CC 4 CI4 了 
盏 ”CI 4 CC 4 


间 4 二 ， 》 


a=axmw= 人 ( 


上 (1.2.6) 
由 于 nm = (4;,B,C) 和 mm' = (4 ,BC') 不 平行 ,方程 (1.2.5) 有 解 
(zo; yo, z0). 由 此 我 们 容易 得 到 交 线 的 参数 方程 和 标准 方程 . 


命题 1.3 设 直线 ! 过 点 书 , 方向 向 量 为 a; 直线 ! 过 点 @, 方向 向 
量 为 a. 则 


() 1 平行 于 1 人 a 与 a 平行 ; 
(2) 1 与 重合 今 三 向 量 a a' 和 瑟 G 相 屯 平 行 ; 


) 
(3) ! 与 了 平行 且 不 相交 全 a 和 a' 平行 ， 但 FEG 与 a 和 a' 不 平行 
) 
) 


(1 与 相交 于 一 点 全 a 与 a 不 共 线 ， 且 [PG,a,a] = 0; 
(5) ! 与 上 既 不 相交 也 不 平行 ( 称 为 异 面 直线 ) 作 [PEG,aa]0; 
证 明 两 直线 ! 与 ! 平行 当 且 仅 当 它们 的 方向 向 量 a 与 a 平行 . 两 直 


线 重合 当 且 仅 当 a 和 a' 平行 ， 并 且 已 和 Q 落 在 同一 直线 上 ， 即 EG 
和 a, a' 也 平行 ， 故 (1) 和 (2) 成 立 ， 两 直线 ! 与 平行 且 不 相交 当 且 
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仅 当 a 和 a' 平行， 而 FG 与 a 和 a' 不 平行 ， 故 (3) 成 立 ， 两 直线 / 
与 己 相 交 于 一 点 当 且 仅 当 a 和 a' 不 平行 ， 并 且 FG 与 a 和 a 共 面 ， 

即 [PG,aa] = 0, 故 (4) 成 立 ， 两 直线 ! 与 ! 为 异 面 直 线 ， 则 PG 与 
a 和 a' 不 共 面 (否则 ! 与 ! 必 相 交 或 平行 ) 故 [EG,a,a] 关 0, (5) 成 


V/ 


1.3 平面 与 直线 的 位 置 关 系 


命题 1.4 设 平面 忆 的 方程 为 4z + By+Cz+DD=0, 直 线 ! 过 点 
卫 三 (Zzo, yo, yo)， 方向 向 量 为 a 一 (al,a2,a3). 则 


1) ! 平行 于 今 4al + Bo + Caas = 0; 


2 / 落 在 上 今 4ai+Baa+Caas=0, 且 4zo+Byo+Czo 二 DD= 0; 


4 1 与 忆 相 交 于 一 点 今 4al + Bao2 + Caas 天 0; 
5) 1 与 忆 垂 直 令 a=(aaas) 与 n= (4,B,C) 平行 . 


证 明 直线 ! 与 平面 志平 行当 且 仪 当 直线 的 方向 向 量 a 与 平面 的 法 向 
量 na=(4,B,C) 垂直 ， 即 4al + Ba +Cas =n:a=0. 这 时 ，/! 落 在 
忆 上当 且 仅 当 已 = (zo,yo,yo) 落 在 研 上 , 即 4zo 二 Byo+Czo = 万 . 故 
(1) 和 (2) 成 立 ， 直线 ! 与 平面 不 相交 ， 则 平行 ， 且 已 = (zo,yo,yo) 
不 落 在 了 上 . 故 有 4ol + Bas +Caas = 0, 且 4zo + Byo +Czo 天 万 ， 
(3) 成 立 . 直线 ; 与 平面 2 相交 于 一 点 当 且 仅 当 ! 与 二 不 平行 ， 即 
的 方向 向 量 a 与 2 的 法 向 量 n 不 垂直 . 故 4al + Bas + Cas 关 0, (4 
成 立 ， 直线 ! 与 平面 闷 垂直 当 且 仪 当 直线 的 方向 向 量 a = (al,a2,as) 
与 平面 法 向 芋 Da 一 (4, BC) 平行 . 


(GD 
(2) 
(3) 7 与 马 不 相 交 今 4ai 二 Bao 二 Casa = 0, 且 4zo+Byo 二 Czo 二 万 关 0; 
() 
(5) 


例 1.1 设 平面 己 的 方程 为 4z+By+TCz+DD=0. 设 @ = (zo,yo,z0) 
为 空间 中 一 点 . 过 Q 引 平面 2 的 垂 线 ， 垂 足 为 已 = (zl ,2)( 人 参见 
图 1.2). 则 有 4zi + Bow + Czl 三 一 也. 记 m = (4,B,C) 为 开 的 法 向 
量 . 则 Q 到 平面 的 距离 4=|PO| = |PQ .al/al. 因为 


FEGn = (4zi+BWm+Cz) 一 (4zo+Byo+Czo) = 一 (4zo 十 刀 y0 十 Czo0 十 万 )， 

所 以 有 距离 公式 

E |4zo0 十 忆 V0 十 C20 十 刀 | 
VE 


例 1.2 设 直线 1 过 己 = ( 凡 四 并 以 a = (aia2,as) 为 方向 向 
量 . 设 @ = (2?) 为 空间 中 一 点 过 @ 引 直 线 ! 的 直线 ， 垂 中 为 
己 ( 人 参见 图 1.3). 则 有 PP' 1 a. 故 @ 到 直线 ! 的 最 短 距 离 


dg (1.3.1) 


IEQxal IIBP+E)xal 156xal 


一 一 一 
d=|P'Q| = 有 
|al |al la 


于 是 有 上 距离 公式 


2 


2 
8 于 
CQ2 CQ3 


V ai 十 ao 十 a3 


Z 一 入 2 一 H 是 


图 1.4 
例 1.3 设 ! 和 /7 是 异 面 直 线 , 分 别 过 已 = (2, 妨 2z]) 和 已 一 (20 2) 
上 点， 它们 的 方向 向 量 分 别 为 a = (ata2,as) 和 a = (ata2,a3). 因为 a 
和 a' 不 共 线 , 所 以 na = axa 分别 和 两 直线 1 和 7 垂直 . 过 直线 /并 
以 P 为 法 向 基 作 平面 浆 . 由 于 直线 ! 的 方向 向 量 a 与 mn 垂直 ， 故 ! 平 
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行 于 平面 3. 过 直线 ! 作 平 面 习 与 平面 2 垂直， 记 必 为 了 与 忆 的 
交 线 、 则 两 直线 ! 与 交 于 一 点 Q'. 过 @' 点 作 平面 习 的 法 线 ， 交 
直线 为 Q( 参 见 图 1.4). 则 线段 可 G7 同时 与 两 直线 ! 和 ! 垂直 ， 称 为 两 
直线 的 公 重 线段， 这 时 ， 两 直线 ! 和 7 之 间 的 最 短 距离 


[人 


| 


二 


因为 F 忆 = 50+GG +GP,FPGIla 和 @ 忆 | av, 且 nLaa', 故 有 
PP na = 99 .na. 于 是 有 


d = (1.3.3) 


定义 1.2 设 a 和 a' 分 别 是 两 直线 !/ 和 /7 的 方向 向 量 ， 我 们 称 
0 = arccos(lcos < aa' > |) 为 两 直线 间 的 史 角 ， 几何 上 ， 通 过 平移 1 
可 使 它 与 直线 ! 相交 , 则 0 恰 为 这 两 相交 直线 交角 中 小 的 那个 夹 角 ( 参 
见 图 1.5). 


图 1.5 图 1.6 


定义 1.3 设 直线 ! 和 平面 交 于 一 点 忆 . 记 a 为 ! 的 方向 向 量 ， 
nn 是 2 的 法 向 量 ， 我 们 称 0 = arccos(sn < an >) 为 直线 ! 与 平面 忆 
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的 夹 角 . 几何 上 ,将 直线 ! 沿 法 向 量 n 投影 到 平面 2 上 ， 得 到 直线 / 
则 1 和 了 忆 之 间 的 夹 角 0 即 为 两 直线 ! 和 7 之 间 的 夹 角 (参见 图 1.6). 


图 1.7 


例 1.4 设 卫 为 顶点 在 单位 圆周 上 的 正八 面体 ， 它 的 六 个 顶点 为 
{41, 42, 43,44, 45, 46}( 人 参见 图 1.7). 求 : 


() 点 41 到 三 角形 4?4s46 所 在 平面 的 距离 ; 
(2) 异 面 直线 414s 与 4?46 之 间 的 夹 角 和 距离 ; 
(3) 直线 4145 与 三 角形 4143s46 所 在 平面 之 间 的 夹 角 . 


解 令 O 为 正八 面体 的 重心 , 则 {0;042,044,046]} 构成 右手 系 的 
单位 正 交 标 架 ， 这 时 4 = (-10,0),， 4 = (10,0), 4s = (0,-10)， 
44 三 (0,1,0)， 45 一 (0,0, 一 ])， 46 一 (0, 0， 1)， 

上 因为 4 如 = (10) 和 4546 = (0,1.1) 构成 三 角形 4s4s46 所 
在 平面 3 上 两 个 不 共 面 的 向 量 ， 平 面 的 法 向 量 n = 44 x 446 = 
(一 11). 故 平面 2 的 方程 为 z 一 y 十 z 十 万 = 0. 将 43 点 的 坐标 代入 
方程 ， 得 到 厂 = -1. 由 (1.3.1) 得 到 4 到 了 的 距离 4 = 2/V3 

(2) 直线 4 4s 的 方向 向 量 为 a = 且 43 = (1 一 10). 直线 4a4e 的 方 
向 向 量 为 a = 必 46 = (-1 0,1). 由 于 cos(aa') = -1/2, 故 两 直线 夹 
角 0 = arccos|cos(aa)| = T/3. 因为 414? = (2,0,0), 所 以 两 直线 距 
离 4= | 下 克 ,aa]ljlaxal=2/v3. 

(3) 直线 41 45 的 方向 向 量 为 a = 全 45 = (10,-1). 三 角形 4i4s46 
所 在 平面 的 法 向 量 n = 4341 x 4641 = (-1 -11). 由 于 sin < an > 一 
la x nl/lalln| = 1/V3, 所 以 直线 41 45 与 三 角形 4 4s46 所 在 平面 之 
间 的 夹 角 为 arccos1/V3. 


习题 III-1 
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82 坐标 变换 


2.1 空间 坐标 变换 
设 {Oier ez,es} 和 {O'5ele,e9} 是 空间 中 的 两 个 仿 射 坐标 系 . 则 至 
闻 中 一 点 已 在 坐标 系 {Oi er,ea,es} 下 的 坐标 (z,y >) 定义 为 


2 
OPB -zel 十 We2 十 ze3 三 (eli,ez,e3)X，X 一 四 (2.1.1) 
而 己 在 另 一 个 坐标 系 {O'5 ege9,es} 下 的 坐标 (z yz) 定义 为 


. (2.1.2) 


因为 {fet ez,es} 和 {ete2,e 和 } 均 为 向 量 空间 Vy 的 基 ， 故 存在 可 逆 矩 阵 4 
满足 


一 一 一 


站 这 了 于 了 了 了 了 瑟 
OP=zZel 十 yez 十 2 es 三 (eliez,e3)X， 扩 -| 


NS RS 


Q1l1  Ql2  Q13 
(el,e2;,e9) > (el， E2， e3)4， 4 5 Q21 Q22 Q23 - (2.1.3) 
Q3l1  Q32  Q33 
我 们 记 
人 C1 
OO' = clel + caes 十 cae3 二 (elez,e3)C，C = | cz | . (2.1.4) 
C3 


一 一 一 一 一 、 
因为 08 = O'P + OO , 由 以 上 公式 得 到 
(el ez,e3)X = (ei)e9,e3)X + (eliez,eas)C = (eliezes)(4X 十 CO)， 


由 于 {et,ez,es} 是 空间 的 一 组 基 ， 则 有 XXX = 4X' +C 成 立 ， 故 有 坐标 


化 Q11  Ql2  Q13 和 C1 
| 三 |a2l a22 aqa23 | +|c|. (2.1.5) 
总 Q31 Q32 Q33 2 C3 


我 们 称 (2.1.3) 中 的 矩阵 4 为 从 坐标 系 {O; et, ez,es} 到 坐标 系 {O' ;ef,e9,e9} 


的 过 渡 矩 阵 . 
我 们 记 
c4 ail al al\V /ca 
co | =|oa2r az azs c2 | ， 
CS aa3l aa32  Qa33 多 
11 


则 有 新 坐标 与 日 坐 标的 变换 公式 


2 al aa aa /zx c4 
久 |=|aor az azs ”| 二 |c |. (2.1.6) 
好 Q31 Q32 Q33 儿 cg 


设 (ee2,e3) = (etezes)4 和 (eyeg eg) = (ele2,e9) 则 有 


(el ez, e3) 二 (el, e9， e9)4 1， (ed eg，eg ) 二 (el,e2,e3)4 忆 . 


于 是 ， 以 下 的 命题 成 立 : 

命题 2.1 设 4 是 从 坐标 系 {o; etez,es} 到 坐标 系 {O'; ee%,eg} 的 
过 湾 和 矩阵 ， 已 是 从 坐标 系 {O'4 eg,e2,es} 到 坐标 系 {O“ eg eg eg} 的 过 
湾 失 阵 . 则 4-: 是 从 坐标 系 {O' et,e2,es} 到 坐标 系 {Oi et,ez,ea} 的 过 
湾 和 矩阵 4 是 从 坐标 系 {Oi el,ez,es} 到 坐标 系 {O; ef eg eg 的 过 湾 
矩 阵 . 


命题 2.2 设 {Oieltez,es} 是 一 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 ， 4 是 一 
个 三 阶 和 矩阵 令 (ete2, eg) = (etezes)4. 则 {o5 ed,e9,es} 是 右手 系 的 
单位 正 交 标 架 当 且 仅 当 4 为 行列 式 为 1 的 正 交 和 矩阵 . 

证 明 因为 {Oi etez,es} 是 一 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 ， 所 以 有 


eE1 
四 二 5 二 二 


C3 


由 (ei,e9,e9) = (elyez,es)4, 我 们 得 到 


6 el 

/ 1/ 1/ / / 
CE2 : (el,e2,e3) =4 E2 ' (el)e2,e3)4 三 44i; 
eg e3 


[el e2，,es3] 二 [el,ez,esj]l4| 二 14|. 


故 {O'5ei,e2,es} 是 右手 系 的 单位 正 交 标 架 当 且 仅 当 4 为 行列 式 为 1 的 
正 交 和 矩阵, 


推论 2.1 设 空 间 中 一 点 已 在 两 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 下 的 坐标 
分 别 为 (cz, 罗 3 和 (z 罗 妆 ). 则 坐标 变换 公式 可 和 表 成 


all al2 al3 2 cl 
二 | al a22 0a23 | +|c |， (2.1.7) 
a3sl as3s2 as3/ N2 cs 


12 


RN SS 


Q11  Ql2  Q13 
其 中 区 Q22 2 为 行列 式 为 1 的 正 交 和 抢 阵 . 
Q31  Q32  Q33 
2.2 平面 坐标 变换 
设 {O;euez} 和 {o'c,o} 是 平面 上 的 两 个 仿 射 坐标 系 ， 则 空间 
中 一 点 已 在 坐标 系 {oi eez?} 下 的 坐标 (z,y) 定义 为 


二 本 
O 忆 = zel 十 ye2 = (eliez)X，X 王 加 (2.2.1) 


而 书 在 另 一 个 坐标 系 {O'ei,e9} 下 的 坐标 (zy) 定义 为 


/ 1 1/ / /1 / / / 全 
O 忆 =2zZel+yez=(eliez)X，X = 的 (2.2.2) 


因为 {fet,ez} 和 {ei,e?} 均 为 平面 2 上 两 组 不 共 线 的 向 量 ， 故 存在 可 道 
2 阶 和 矩阵 4 满足 


(el e5) = (elez)4，4 = 人 , . (2.2.3) 
Q21 。 Q22 
我 们 记 
/ C1 
OO = clel 二 caea = (el,ez)C，C = (2) : (2.2.4) 


因为 058 = OP+ 00; 由 以 上 公式 得 到 
(el)ez)X = (el)e9)X' 二 (eliez)C = (eliez)(4X 二 CO)， 
由 于 {eue} 是 空间 的 一 组 基 ， 则 有 X =- 4X'+C 成 立 ， 故 有 坐标 变换 
公式 ， 
JS 人 
我 们 称 (22.3) 中 的 抢 阵 4 为 从 坐标 系 {O; el es} 到 坐标 系 {O' etc 
的 过 渡 和 矩阵 . 


我 们 记 


0 


同 空间 的 情形 类 似 ， 我 们 可 以 证 明 

命题 2.3 设 {Oietez} 是 一 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 ，4 是 一 个 2 
阶 和 矩阵 . 令 (el,e9) = (etez)4. 则 {o'5et,e9} 是 右手 系 的 单位 正 交 标 架 
当 且 仅 当 4 为 行列 式 为 1 的 正 交 抢 阵 . 

我 们 知道 ,每 个 2 阶 正 交 和 矩阵 可 以 用 第 二 章 的 (3.2.2) 式 表 出 . 因为 
14| = :2 我 们 得 到 

cosO sin0O0 
ER | 

这 样 ， 我 们 有 

推论 2.2 设 平面 了 上 一 点 书 在 两 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 {Oi et ez} 
和 {O5e, 的 } 下 的 坐标 分 别 为 (zx 和 (xz), 则 坐标 变换 公式 可 表 成 


0 
其 中 9 是 向 量 e 和 e 之 间 的 夹 角 . 
习题 IIIL2 
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8$3 二 次 曲线 的 分 类 


3.1 圆锥 曲线 


在 平坦 的 地 面 斑点 处 放置 一 个 直径 为 4 的 球面 .在 球面 外 高 度 为 
> 0 的 点 @ 处 放置 一 个 点 光源 ， 光 照射 球面 并 在 地 面 形成 一 个 阴影 
区 域 ， 它 的 边界 曲线 记 为 从 @ 点 出 发 的 光线 照 亮 了 球面 上 一 个 圆 
形 区 域 ， 它 的 边界 是 球面 上 一 个 小 圆周 7. 7 所 在 平面 症 与 地 面 有 一 条 
交 线 1 称 为 曲线 工 的 准 线 . 我 们 称 斑 为 曲线 工 的 焦点 


图 3.1a 图 3.lb 图 3.1lc 


当 刀 >q4 时 ，Y 含有 球面 的 最 高 点 7 在 其 内 部 ， 如 果 光 源 @ 在 球 
面 的 正 上 方 ， 则 了 为 一 圆周 ， 这 时 准 线 ! 不 存在 .如果 光源 Q 在 球面 
的 斜 上 方 , 则 阴影 区 域 依 然 是 一 个 有 限 的 区 域 . 这 时 我 们 称 工 为 椭圆 ， 
称 ! 为 椭圆 工 的 准 线 ， 称 了 为 椭圆 工 的 一 个 焦点 (参见 图 3.1a)， 


当 刀 =d 时， 球面 的 最 高 点 卫 落 在 小 圆周 7 上 ,并 且 光 线 QQ' 平行 
于 地 面 . 这 时 我 们 称 曲线 工 为 抛物 线 , 称 ! 为 抛物 线 工 的 准 线 ， 称 下 
为 抛物 线 工 的 焦点 (参见 图 3.1b). 

当 )<d 时 ,球面 的 最 高 点 并 落 在 小 圆周 7 的 外 部 . 这 时 我 们 称 曲 
线 工 为 双 曲 线 , 称 ! 为 双 曲 线 工 的 准 线 ， 称 下 为 双 曲 线 工 的 一 个 焦点 
(人 参见 图 3.1c). 

我 们 注意 到 ， 所 有 与 球面 相 切 的 光线 构成 一 个 圆锥 ， 而 工 恰 是 不 过 
圆锥 顶点 的 平面 ( 即 地 面 ) 规 这 个 圆锥 而 生产 的 曲线 . 于 是 ， 椭 圆 ， 抛 
物 线 和 双 曲 线 是 圆锥 与 平面 的 截 线 ， 统 称 圆锥 曲线 
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图 3.2 


设 a 为 这 个 圆锥 的 底 角 ， 8 为 小 圆周 7 所 在 平面 2 与 地 面 的 夹 
角 . 过 @, 焉 点 和 球 心 O 点 作 一 平面 ， 交 准 线 于 已 . 记 QQ 和 QF 为 切 
线 ， 切 点 为 已 和 下. GBP 交 TP 于 G. 过 @ 作 地 面 的 牌 线 /过 @ 引 
的 垂 线 ， 垂 直 为 万 (参见 图 3.2). 则 GBP' = ao, BEP'G = 8. 由 此 得 到 
ZLFGQ = a+ 有 8. 因为 四 边 形 OFGQ 的 内 角 和 为 2r, 而 LO0QG = r/2 一 ww 
故 有 LQ@oD = r/2- 8. 这 样 ， 从 直角 三 角形 OPQ 和 OPQ 我 们 得 到 

天 =-dl@,D)=dlo,ojsintr/2 0)， 2 三 厌 交 让) 


消去 d(Q@,O), 得 到 人 
COS 
了 2 8 贡 : GD) 


故 当 a > 8 时 ， 户 > 截 线 为 林 圆 ，a = 8 时， 天 = 地 截 线 为 抛物 
线 ， 这 时 截 平面 与 圆锥 的 某 条 母线 平行 ， wa< 8 时， 户 < d, 截 线 为 双 
曲线 ， 它 的 两 个 分 支 分 别 落 在 锥 面 的 上 下 两 个 部 分 上 . 


以 下 我 们 研究 圆锥 曲线 的 性 质 . 


图 3.3 


任 取 工 上 一 点 P. 从 书 分 别 引 平面 六 和 准 线 ! 的 垂 线 ， 垂 足 为 分 别 
为 已 和 已 (参见 图 3.3). 由 于 向 量 PP 与 圆锥 轴线 Oo 平行 ， 而 &O 
与 准 线 ! 牌 直 ， 故 PP 也 与 准 线 ! 垂直 ， 又 由 于 直线 PP' 是 准 线 ! 的 
重 线 ， 故 忆 已 也 与 1 垂直 ， 故 有 


<P*PQ =《PQo = 了 -oa LP*P'P=H. 


因为 PT7 和 PM 同 为 已 点 出 发 的 球面 的 切线 ， 所 以 d( 已 T) = qdP MD) 
在 直角 三 角形 PP"M 和 PP*P' 中 ， 我 们 有 


d( PP ) = adCPAM) cos( 了 -ao=dPTmsna，dPP7)=dPP)sin06. 
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由 此 得 到 ， 

dPT) dPT) sinpg 

dPD) adPP) sna 
是 一 个 与 已 无 关 的 常数 ， 我 们 称 。 为 圆锥 曲线 的 离心 率 . 显然 ， 离 心 
率 e < 1 时 为 椭圆 ， 离 心率 e = 1 时 为 抛物 线 ; 离心 率 e > 1 时 为 双 曲 
线 ， 这 样 我 们 证 明了 


定理 3.1 圆锥 曲线 上 点 到 它 焦点 和 到 它 准 线 的 距离 比 为 常数 . 


图 3.4a 图 3.4b 
定理 3.2 

1) 顶 圆 上 点 到 两 定点 的 距离 和 为 常数 ; 

2) 抛物 线 上 点 到 一 定点 的 和 到 一 定 直线 的 距离 相等 ; 

3) 双 曲 线 上 点 到 两 定点 的 距离 差 为 常数 . 
证 明 (1) 设 平面 2 规 圆 锥 得 一 权 圆 工 . 在 圆锥 被 截断 的 两 个 部 分 中 各 
放 一 个 最 大 的 球体 ， 这 两 个 球体 分 别 与 平面 2 切 于 两 点 已 和 灭 ( 称 为 
椭圆 的 焦点 ), 并 分 别 与 圆锥 交 于 两 个 圆周 7 和 7/. 任 取 工 上 的 一 点 已 ， 


记 母 线 P@ 与 六 7 的 交点 为 了 和 了 开 (参见 图 3.4a). 因为 球 外 一 点 到 球 
面 的 切线 长 度 相 等 ， 故 


d( 已 本 +dPPE)=d 人 PDTD+dPT) = ad)T) 


为 介 于 两 个 圆周 Y 和 了 这 个 长 度 与 已 无 关 ， 是 

数 , (2) 是 (3.1.1) 的 推论 . (3) 设 平 面 2 截 圆锥 得 一 双 曲 线 下 
大 症 半 人 这 两 个 球体 分 别 与 平面 习 切 于 两 点 
互 和 已 ( 称 为 双 曲 线 的 焦点 ), 并 分 别 与 圆锥 交 于 两 个 圆周 * 和 YY. 任 取 
工 上 的 一 点 已 , 记 母 线 PQ@ 与 轴 YY 的 交点 为 了 和 开 (参见 图 3.4b). 因为 
球 外 一 点 到 球面 的 切线 长 度 相等 ， 故 


dPF)-dPA=dPTI)-adPT=d7T7T) 
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为 介 于 两 个 圆周 * 和 ? 之 间 母 线段 的 长 度 ， 这 个 长 度 与 已 无 关 ,， 是 党 
数 


以 下 我 们 计算 圆锥 曲线 所 满足 的 代数 方程 . 


图 3.5a 图 3.5b 图 3.5c 
设 工 是 平面 上 一 个 椭圆 ， 它 的 两 焦点 为 和 2 3.5a， 2 
平面 上 建立 右手 正 交 坐标 系 ， 使 得 下 = (c0), 严 = ). 设 己 = 


为 椭圆 上 任意 点 记 d(P 囊 +d(P 已 ) 为 溃 数 2a. 8 : 肌 不 等 式 间 2 
d( 忆 FJ)<2a. 令 2b=VvVa 一 c. 则 由 


d(P HI+dPEJ=Vz 一 oz+ 妇 +VzTTc2 十 好 =2a 


推出 
(z 加 ? | 人 2 一 4a2 4aV(zZz 十 c)2 十 2 十 (zz ? | 22， 
(Z 十 c)2 十 2 一 w 十 人 
由 此 得 到 椭圆 的 标准 方程 
人 (3.1.2) 


D2 
设 枯 圆 准 线 的 方程 为 > = 也 Is 尸 点 到 焦 本 下 = (c0) 和 


准 线 z=p 的 距离 比 为 常数 e。 分 别 令 已 = (0) 及 书 = ) 我 们 得 
到 


0 
从 中 得 到 e= co/ao 和 了 = az/c. 1 3.1.2) 的 准 线 方程 为 z= az/c. 同 
理 ， 椭 圆 的 另 一 个 焦点 已 = (-c0) 对 应 有 另 一 条 准 线 > = -a2/c. 


设 工 ee 它 的 焦点 为 己 准 线 为 玉 . 如 图 3.5b, 我 
们 在 平面 上 建立 右手 正 交 坐标 系 ， 使 得 己 = (0,o, 准 线 方程 为 y = -ec 
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设 已 = (z,y) 为 抛物 线 上 任意 点 .由 于 
gy 二 ce=d 忆 有 =Vz2 二 (一 9 
我 们 得 到 抛物 线 的 标准 方程 
22 一 4cy = 0. (3.1.3) 
设 工 是 平面 上 一 个 双 曲 线 , 它 的 两 焦点 为 下 和 已 . 如 图 3.5c, 我 们 在 
平面 上 建立 右手 正 交 坐标 系 ,使 得 下 = (c0), 已 =(-c0). 设 已 =(zJ 


为 覃 圆 上 任意 点 . 记 |d(P 丰 -4dP 局)| 为 常数 24. 由 三 角 不 等 式 知 
2c=d( 已 PN) >2a. 令 bb=VvVc=-a2 则 有 
qd( 已 如 一 dPE)=VG 一 e+ 只 一 VGTo2 十 凤 一 十 20 
由 此 得 到 双 曲 线 的 标准 方程 
人 2 212 
02 有 吧 2 
同 理 求 得 ， 双 曲线 (3.1.4 的 离心 率 e = c/o 且 两 个 焦点 斑 = (c0) 和 
已 = (-c0) 所 对 应 的 两 条 准 线 方程 分 别 为 为 z= ao:/c 和 z= -ao2/c. 
3.2 二 次 曲线 的 代数 不 变量 


从 代数 上 看 , 圆锥 曲线 的 方程 F(z,g) =0 是 一 个 二 次 的 代数 方程 . 在 
上 上 节 中 ， 我 们 利用 圆锥 曲线 的 特殊 几何 性 质 来 建立 右手 直角 坐标 系 ， 
得 到 了 椭圆 ， 抛 物 线 和 双 曲 线 标准 方程 . 


假如 我 们 取 了 其 它 的 右手 直角 坐标 系 ， 则 有 坐标 变换 公式 
交加 人 Ye， 2 
于 是 ， 圆 锥 曲线 的 方程 变 成 
有 (cosgz' 十 singy 上 +cn 一 sngbz' 二 cosby 上 +ca) =0， 
它 依然 是 一 个 二 次 的 方程 . 
定义 3.1 平面 上 由 一 个 二 次 方程 
严 (z 妇 一 4z2 十 2Bzy 十 Co 十 2Dz 二 2By 十 马 =0 


所 定义 的 图 形 了 称 为 二 次 曲线 ， 其 中 4, B, C 不 多 为 零 


一 1=0. (3.1.4) 
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我 们 的 目的 是 研究 二 次 曲线 工 所 有 可 能 的 形状 . 为 了 方便 研究 , 我 
们 将 上 述 方程 写成 矩阵 形式 


4 也 多 
(z,V,1) [ C 引 四 = 0. (3.2.2) 
万 五 下 1 


显然 ， 当 二 次 曲线 Flz,yJ) = 0 的 所 有 系数 乘 上 一 个 非 零 党 数 时 ， 它 所 
定义 的 图 形 工 不 变 ， 以 下 我 们 试图 通过 重新 选取 右手 直角 坐标 系 ， 使 
得 二 次 方程 得 以 简化 ， 并 从 简化 的 方程 中 分 析 二 次 曲线 的 形状 ， 当 我 
们 取 新 的 右手 直角 坐标 系 后 ， 则 坐标 变换 公式 (3.2.1) 可 以 写成 


全 cos0 sin0 ci 2 
| =|--sn0 cos0 co | ， (3.2.3) 
工 0 0 1 1 


其 中 6 和 cu ea 为 待定 的 常数 .将 方程 (3.2.3) 代入 方程 (3.2.2), 得 到 二 
次 曲线 工 在 新 坐标 系 下 的 方程 


4 DAN 1z/ 
(0DB CC 已 | = (3.2.4) 
D' 刀 屎 人) \1 


4 ' 7 cos0 一 sin0 0 4 也 cos0 sin0 ci 
B' C' 忆 |=|snb cos0 0 已 CO 万 一 sin0 cos0 co |. 
D 析 开 C1 C2 1 万 互 不 0 0 1 


由 此 得 到 


4 也 / cos0 -sinAN /4 也 cos0 sin0 
全 | 一 人 | ( | ， 小 9 
从 (3.2.5) 直接 得 到 
4'=4cos20 一 2Bcosgsin0 二 Csin20; (3.2.6) 
C' = 4sin20+2Bsinbgcos0 十 Cocos20; (3.2.7) 
已 ' = 了 (B cos20 二 (4-C)sin20). (3.2.8) 


由 (3.2.6), (3.2.7) 和 以 上 两 个 矩阵 方程 ， 我 们 得 到 
4'+C' =4+C; 
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4 B 4 Bl 

B' cl 一 |B cl 
4 BDI 4BDD 
B' C' BI=IB C 可 . 
D' 忆 相 | ID 


定义 3.2 设 工 是 平面 上 由 二 次 方程 
F(z 人 =4z2 二 2Bzy 二 Cy2 +T2Dz+2By 十 玉 =0 


定义 的 二 次 曲线 ， 我 们 定义 它 的 三 个 代数 不 变量 五 , 忆 , za 分 别 为 


4 已 4 也 DD 
于 =4 二 C，7 = 相 U 13 王 | 已 CC |. (3.2.9) 
刀 五 下 


因为 4, B,C 不 全 为 零 ， 所 有 三, 己 不 全 为 零 

于 是 我 们 有 

定理 3.3 平面 上 二 次 曲线 T 的 代数 不 变量 i, PP 入 在 坐标 变换 
下 不 变 . 


3.3 二 次 曲线 的 分 类 
设 二 次 曲线 工 的 方程 为 
4z2 十 2Bzy 二 Co 十 2Dz 十 2By 十 已 = 0. 


为 了 研究 工 所 有 可 能 的 形状 ， 我 们 试图 通过 坐标 变换 ， 将 上 述 方程 变 
为 最 简单 的 形式 


如 果 巨 夫 0, 我 们 取 9 满足 


4 一 C 
t 20 = 一 一 一 . 
CO 态 


由 (3.2.8) 得 B' = 0. 于 是 ， 通 过 坐标 变换 


Eee 
我 们 总 可 以 将 二 次 曲线 的 方程 简化 成 


.40z2 十 Co 十 2D'z 十 2 十 有 =0 (3.3.1) 
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的 形式 . 这 时 ， 我 们 有 五 =4+C' 和 五 =4C/. 
我 们 首先 考虑 王 夭 0 的 情形 . 这 时 4,C' 均 非 零 ， (3.3.0) 可 以 写成 
万 /2 


学 / 万 / 室 1 7 五 / 车 1 / 
4(z 十 了) 十 C (Y 十 就 ) 上 五 也 (3.3.2) 
我 们 再 作 坐标 变换 
2” 一 2 十 乙 六 环 和 
4 2 V CC 
并 2 2 
/ mw/ 3 万 忆 / 
二 
得 到 新 方程 
zx 十 HU 十 FE 一 0. (3.3.3) 
由 于 不 变量 五, P, Pa 在 坐标 变换 下 不 变 ， 由 (3.3.3) 得 到 
五 = 入 十 几 厂 = 和 AN， 及 = AR 
故 》 几 是 二 次 方程 
妇 一 27t 十 王 =0 (3.3.4) 
的 根 ， 且 严 *” = 有/ 有 这样 方 程 (3.3.3) 变 成 
》Xz 十 1 十 子 = 0. (3.3.5) 
2 


当 五 <0 时 ， 入 和 上 央 异 号 . 如果 石头 0, 由 (3.3.5) 知 ， 二 次 曲线 为 
双 曲 线 . 如 果 五 = 0, 则 方程 (3.3.5) 变 成 xz + Jp = 0, 它 的 图 形 是 
由 两 相交 直线 


VIA TV 天 =0 VIA -VIw 六 =0 
上 的 所 有 点 组 成 . 

当 忆 >0 时 ， 和 w 和 五 均 同 号 .如果 五 关 0, 且 与 五 异 号 则 由 
(3.3.5) 知 ， 二 次 曲线 为 顶 圆 ， 如 果 五 地 0, 且 与 五 同 号 ， 则 方程 (3.3.5) 
无 解 ， 二 次 曲线 是 空 集 如果 玉 = 0 则 (3.3.5) 的 解 为 (z， 信 ) = (0,0)， 
为 平面 上 一 点 . 

综 上 所 述 ， 我 们 得 到 

定理 3.4 设 二 次 曲线 工 的 方程 为 

4z2 十 2Bzy 十 Coy%2 十 2Dz 十 2By 十 玉 = 0. 


五 ,五 和 五 为 工 的 代数 不 变量 ， 且 五 关 0. 则 
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() 当 五 <0 和 瑟 关 0 时 ，FT 为 双 曲 线 ; 

(2) 当 五 <0 和 五 =0 时 ，FT 为 两 条 相交 的 直线 ; 
(3) 当 五 >0 和 丰 <0 时 ，FT 为 椭圆 ; 

( 当 忆 >0 和 >0 时 ，F 为 空 集 ; 

(5) 当 五 >0 和 态 =0 时 ，FT 为 平面 上 一 个 点 ; 


以 下 我 们 考虑 玉 = 0 的 情形 由 (3.3.1) 得 五 =4C =0 即 4=0 
或 C' = 0. 我 们 不 妨 设 C' =0. 这 时 4 和 关 0. 由 (3.3.0 我 们 得 到 


4z2 十 2D'2 十 2 有 办 十 下 =0. (3.3.6) 
从 二 次 曲线 方程 (3.3.6) 计算 不 变量 ， 我 们 得 到 
五 王 4 头 0， 瑟 =0， 态 = 一 4 届 2. (3.3.7) 


如 果 态 夭 0 则 由 (3.3.7) 知 妨 关 0 并 且 瑟 与 五 异 号 . 这 时 ， 方 程 
(3.3.7) 可 以 写成 


万 / 古 / 万 ”2 


作 坐 标 变换 
0 区 析 / D2 
和 4 2 可 
并 将 
二 | 73 
有 二 二 亏 


代入 方程 (3.3.9), 我 们 得 到 


站 2 本 四 VS 一 0. 
这 时 ， 二 次 曲线 为 抛物 线 . 
如 果 五 =0, 则 由 (3.3.7) 知 已 = 0. 这 时 方程 (3.3.6) 变 成 


4z2 +2D'z 十 开 =0. (3.3.9) 


这 是 一 个 二 次 方程 ， 它 的 判别 式 A=4D2 - 41) 当 A>0 时 ， 方程 
(3.3.9) 等 价 于 两 条 平行 直线 痰 = 入 和 ?= 几 其 中 入 /为 二 次 方程 的 两 
个 不 同 的 实 根 ; 当 A = 0 时， 方程 (3.3.9) 等 价 于 一 条 直线 = X, 其 中 
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入 是 二 次 方程 的 唯一 实 根 ; 当 A < 0 时 ， 无 解 ， 这 时 方程 (3.3.9) 的 解 
为 空 集 . 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
定理 3.5 设 二 次 曲线 工 的 方程 为 
4z2 十 2Bzy 十 Co 十 2Dz 十 2By 十 已 = 0. 
厂 , 和 五 为 工 的 代数 不 变量 ， 且 五 =0. 则 
() 当 五 和 0 时 ，F 为 抛物 线 ; 
(2) 当 巨 =0 时 ，FT 为 两 条 平行 线 ， 一 条 直线 或 空 集 
由 定理 3.4 和 定理 3.5, 我 们 得 到 以 下 的 二 次 曲线 分 类 定理 ; 
定理 3.6 平面 上 二 次 曲线 
4z2 二 2Bzy+C +2Dz 二 2Py 十 已 =0 


所 有 可 能 的 形状 为 : 椭圆 ， 双 曲线 ， 抛 物 线 ， 两 条 直线 ， 一 条 直线 ,一 
点 或 空 集 . 

利用 圆锥 曲线 的 标准 方程 ， 定 理 3.4 和 定理 3.5 我 们 得 到 

定理 3.7 设 二 次 曲线 工 的 方程 为 

4z2 十 2Bzy 十 Coy%2 二 2Dz 十 2By 十 态 =0. 

厂 , 忆 和亲 为 工 的 代数 不 变量 ， 则 

(GD) TI 为 椭圆 当 且 仅 当 互 >0 和 五 Ba < 0; 

(2) 工 为 双 曲 线 当 且 仅 当 五 <0 和 五 夫 0; 

(3) T 为 抛物 线 当 且 仅 当 五 =0 和 五 夫 0. 


习题 IIL3 


84 二 次 曲面 分 类 
41 二 次 曲面 的 例子 


例子 4.1 设 ! 和 /是 空间 中 的 两 条 直线 . 如 果 ! 和 /了 上 平行, 则 / 绕 
! 旋转 所 得 到 的 曲面 称 为 圆柱 面 (参见 图 41a); 如 果 ! 和 相交 于 一 点 
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O, 则 /7 绕 ! 旋转 所 得 到 的 曲面 称 为 以 O 为 顶点 的 圆锥 面 (参见 图 4.1b); 
如 果 ! 和 ?7 为 互 不 垂直 的 异 面 直线 ， 则 ! 绕 ! 旋转 所 得 到 的 曲面 称 为 
单 叶 双 曲 面 (参见 图 4.1o). 


图 4.1a 图 4.lb 图 4.1lc 


我 们 以 圆柱 面 的 旋转 轴 7 为 > 轴 建 立 坐 标 系 . 则 圆柱 面 上 一 点 (z, yz) 

到 旋转 轴 1! 上 的 点 (0,0,z) 的 距离 为 圆柱 面 的 半径 已 , 为 常数 ， 故 圆柱 
面 的 方程 为 

2Z2 十 92 = 尺 2. (4.1.1) 


我 们 以 圆锥 面 的 顶点 为 原点 ， 以 旋转 轴 ! 为 > 轴 建 立 坐 标 系 ， 设 
忆 = (zz 为 圆锥 面 上 一 点 . 则 已 = (0,0,>) 是 已 点 到 旋转 轴 ! 垂 
直 投 影 的 垂 足 .， 令 0 为 圆锥 面 的 中 心 角 . 1 OPP' 中 有 
dP,P) =tan0d(O,P). 故 圆锥 面 的 方程 为 


2Z2 十 内 一 tan20z2 = 0. (4.1.2) 


设 ! 和 (7 为 异 面 直 线 ， 夹 角 为 0 入 /2. 直线 绕 ! 旋转 得 到 单 叶 双 
曲面 5. 设 0 和 尸 分 别 是 ! 和/! 上 的 点 ， 使 得 线段 OP 是 公 王 线 . 记 
忆 = d(O, 忆 .我 们 以 O 为 原点 ，! 为 > 轴 ， 以 直线 OP 为 > 轴 建 立 右 手 
直角 坐标 系 . 则 已 = (BRR,0,0). 设 直线 7 的 方向 向 量 为 a. 则 a 与 > 轴 牌 
直 ， 并 与 > 条 的 交角 为 4 故 可 取 a= (0sinbcosg). 设 @ = (z 岂 2 为 
S 上 任意 点 ， 它 是 由 直线 上 上 的 点 Q' = (zy >) 绕 > 轴 旋 转 而 得 到 . 
于 是 有 


22 十 邮 2 一 2 十 oz 一 2 (4.1.3) 
因为 Q' 落 在 上 ， 所 以 存在 参数 书 使 得 9 了 = ta, 即 
(zz 一 (Ritsinbtcosg0). (4.1.4) 
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将 (4.1.4) 代入 方程 (4.1.3), 得 到 z2 二 2= 及 十 妇 sin20 和 + 上 = >z/cos0. 故 
单 叶 双 曲面 的 方程 为 


22 十 内 一 tan2022 = 尺 (4.1.5) 


设 已 为 单 叶 双 曲面 上 一 点 .由 于 单 叶 双 曲面 是 由 直线 旋转 而 成 ， 
所 以 至 少 有 一 个 直线 5 通过 己 点 . 设 习 是 由 旋转 轴 ! 和 尸 点 张 成 的 
平面 由 于 平面 反射 也 : 亚 一 忆 将 旋转 面 映 成 自己 ， 并 且 将 直线 映 成 
直线 ， 所 以 ip 的 平面 反射 象 纪 也 是 单 叶 双 曲面 上 的 一 条 直线 ， 并 且 
IP 和 人 相交 于 点 已 . 故 单 叶 双 曲面 上 每 一 点 均 有 两 条 曲面 上 的 直线 通 

例子 4.2 将 抛物 线 盖 = 4cy(c 夫 0) 绕 它 的 对 称 轴 (y 轴 ) 旋转 ， 得 到 
的 曲面 称 为 旋转 抛物 面 . 我 们 注意 到 ， 如 果 旋 转 抛 物 面 上 点 (z, 泌 ?) 是 
由 抛物 线 上 的 点 (z, 思 0) 旋转 而 来 , 则 有 安 二 2 = z2 = 4cy. 故 旋转 抛 
物 面 的 方程 为 

2Z2 十 22 一 4cy. (4.1.6) 

我 们 常 在 手电 简 头 部 看 到 旋转 抛物 面 ， 一 个 小 灯泡 被 安置 在 抛物 面 的 
焦点 (0,c 0) 上 ， 从 焦点 出 发 的 光线 经 抛物 面 反 射 后 形成 平行 光束 ( 参 
见 图 4.2a). 


图 4.2a 图 4.2b 图 4.2c 


例子 4.3 将 双 曲 线 盖 /o - 即 / 刀 = 工 绕 它 的 主轴 (z 轴 ) 旋转 ， 得 到 
的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 (参见 图 4.2pb), 它 的 方程 为 


人 (4.1.7) 


如 果 将 z2/o2- 妈 / 刀 =1 工 绕 它 的 副 轴 (y 轴 ) 旋转 ， 得 到 的 将 是 一 个 单 叶 
双 曲 面 (参见 图 4.2c). 
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例子 4.4 我 们 称 由 方程 
2 02 本 


给 出 的 图 形 为 双 曲 抛物 面 (马鞍 面 )( 参 见 图 4.3a). 
我 们 注意 到 ， 对 任何 参数 和 六 0, 直线 入 


2 一 苦 一 入 
全 1 (4.1.9) 


放 直 于 
人 “十 "二 人 (4.1.10) 
着 


的 所 有 解 满足 (41.8). 故 直线 和 和 忆 落 在 双 曲 抛物 面 上 ， 当 非 零 实数 
和 (或 由) 变动 时 ,直线 和 (或 直线 1) 随 着 变动 ， 并 描绘 出 整个 双 曲 抛物 
面 . 对 双 曲 抛物 面 上 任意 点 已 = (zo,yo,zo), 我 们 取 定 和 = ro/a 一 yo 名 和 
= zo/a+y% 加 则 人 和 疡 是 双 曲 抛物 面 上 过 已 点 的 两 条 直线 . 


图 4.3a 图 4.3b 
例子 4.5 设 S2 为 单位 球面 妇 + 妈 二 22=1 站 0g:BE2 一 了 为 仿 射 变换 
gz) 一 (QZ Do c2)， (4.1.11]) 


如 果 (zy 2) 为 4%S2) 上 一 点 ， 则 (zy zj/cl = 和 (zz 沪 2) 为 单位 球 
面 S 上 的 点 ， 故 wS”)( 参 见 图 43b) 的 方程 为 


< (4.1.12) 


我 们 称 方程 (4.1.12) 所 定义 的 图 形 的 椭 球 面 . 


例子 4.6 将 这 些 例 子 一 般 化 , 我 们 得 到 一 些 特殊 曲面 ,它们 是 由 以 
下 的 二 次 方程 定义 的 图 形 ; 
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(1) 椭 球 面 妇 / 叶 十 好/ 要 十 好 /e2 = 41 

(2) 单 叶 双 曲面 z2/o2 十 妇 / 妇 一 22/c2 = 1 
(3) 双 叶 双 曲面 z2/o2 二 好/ 妇 一 22/c = 一 1 
(4 椭圆 抛物 面 zz/ao2 十 妇 2/ 刀 = 2z; 

(5) 双 曲 抛物 面 (马鞍 面 ) rz?/a2 -- 2/ 妇 = 2z; 
(6) 

(7) 

(8) 

(9) 


6) 椭圆 锥 面 z?/ao2 + 2/ 刀 一 2z2/c2 = 0; 
7) 顶 圆 柱 面 zz/a2 十 妇 2/ 妇 2 = 1 

8) 双 曲 柱 面 z2/o2 一 好 / 妇 = 1 

9) 抛物 柱 面 z2/a2 = 2z. 
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42 二 次 曲面 的 分 类 
我 们 称 由 以 下 一 般 二 次 方程 定义 的 图 形 为 二 次 曲面 : 


41172 十 42202 十 43322 十 24122V 十 24137z 十 2423Vz 


HH2PBIZ 十 2B2y 十 2Bsz 十 C = 0， 
其 中 至 少 有 一 个 45 关 0. 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 对 所 有 可 能 的 二 次 曲面 


进行 分 类 . 
我 们 记 
411 41 413 仑 万 1 
4 一 412 422 423 X 一 1 已 一 万 > 二 
攻 423 名] 上 四 
则 有 X = (0 有 = (Bl BoBs) 和 十 =4. 这样 一 般 二 次 曲面 的 方 
程 可 写成 
(CC 1) ( 吉 虽 = 0 (4.2.1) 
由 推论 21 可 知 ， 空 间 两 个 右手 直角 坐标 系 的 坐标 变换 公式 为 
驻 人 aN [XI 
CT 
其 中 了 为 行列 式 为 1 的 正 交 和 矩阵 ，a - 为 常数 ，X' = 加 尼 


点 X 在 新 右手 直角 坐标 系 下 的 坐标 . 
我 们 将 (4.2.2) 代入 方程 (4.2.1), 得 到 


(X4, 了) 族 ]) 人 加 1 | = 0. (4.2.3) 


这 样 ， 我 们 得 到 二 次 曲面 在 新 坐标 系 下 的 方程 
(1) ( 的 = 0， (4.2.4) 


其 中 方程 系数 满足 
06 人 9 en 
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特别 地 ， 我 们 有 
4 一 下 4 (4.2.6) 
定义 4.1 设 5 是 一 个 二 次 曲面 ， 它 的 方程 为 
41102 42202 435322 241271 十 24132z 十 2423Vz 
十 2Bliz 十 2B2y 十 2Baz 十 C = 0. 
我 们 定义 
422 423 411 413 411 412 
万 一 4 4 433:， 一 
”1 有 423 43s 413 43s 412 42?|， 


4 4 413 也 

史 尖 5 区 计 11 12 413 PP: 

六 14 4 | 41? 4 423 Da2 
3= 一 4 4 4 =， 4。 4 Bi| 

413 423 4as PP PC 


定理 4.1 厂 , PR 和 五 在 坐标 变换 下 不 变 . 
证 明 在 坐标 变换 (4.2.2) 下 我 们 有 变换 公式 (4.2.6). 由 于 两 矩阵 乘积 以 
行列 式 等 于 两 扎 阵 行列 式 的 乘积 ， 我 们 得 到 到 = 到. 因为 对 任何 实数 ;t 
有 公式 
志 一 411 一 412 一 413 


一 41? 了 一 422 423 | 一 上 
一 413 一 423 了 一 43s 


3 下 检 (4.2.7) 


民 一 4 = 


由 (4.2.6) 知 对 任何 上 有 ( 厅 - 4) = ( 红 -47, 故 有 
了 -44= 到 克 -4 加 = 了 -4 


由 (4.2.7) 知 对 任何 上 有 


她 一 玫 妇 十 太 一 = 妇 一 五 妇 二 Pt 一 


从 而 得 到 


五 王石， 玫 = 王 7 = 


我 们 称 五 , 王 , 有 ,五 为 二 次 曲面 的 代数 不 变量 . 


以 下 我 们 要 确定 二 次 曲面 所 有 可 能 的 图 形 ， 为 此 ， 我 们 希望 选择 
坐标 变换 公式 (4.2.2) 中 的 了 和 a, 使 得 二 次 曲面 在 新 坐标 系 下 的 方程 
(4.2.4) 有 最 简单 的 形式 ， 
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命题 4.1 存在 行列 式 为 1 的 3 阶 正 交 和 拖 阵 了 ,使 得 


证 明 由 于 4 是 一 个 对 称 抢 阵 ， 所 以 对 任何 向 量 X 和 半 有 

4X. 普 一 和 .4 (4.2.8) 
令 p=I 杂 -4l. 则 2 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 它 至 少 有 一 个 实 根 入 . 因 
为 IMT-4l =2pA) = 0 所 以 存在 非 零 向 量 " 使 得 (MX - 4)v = 0. 令 


el=v/lul, 则 有 4el = Xel. 取向 量 ez,es, 使 得 fei,ez,es} 为 右手 系 的 单 
位 正 交 基 . 因为 


4el .ez 王 0，4el.es 三 0，4eaz.eas 王 ez. 4ea， 


所 以 存在 实数 {ab%c}, 使 得 
0 0 
Q D|. 
六 


如 果 ! = 0, 则 邻 工 = (elezeaj)a = 和 ec = zw 命题 成 立 . 如 果 ，p 赤 0， 
则 令 


己 己 盖 


4(el,e2,e3) = (el,e2,e3) | 


沙 


e2 一 cosges 十 singes，e3 一 一 Singbes 十 cosbes， 


其 中 0 待定， 这 时 ， 有 


0 sinb0 cosO 


入 0 0 下 0 0 
= 一 (elez,e3) |0 Q 5 0 cos0 snb 
0 bb cc 0 一 sinO cosO0 


1 0 0 入 0 0 1 0 0 
一 (ele2,e3)|0 cos0 sinb0 0 aQa bb 0 cos0 一 sn0|. 
0 一 Sin0 cosO0 0 bc 0 sin0 cosO0 


取 9 满足 方程 cot20= (ao- c/22 则 有 


1 0 0 
4(el,ez,e3) 一 4(elez,es)|0 cos0 一 sin0 


入 0 0 
4(el,e2,e3) = (elezeg)|0 AAA 0|， 
0 0 7 
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其 中 必 和 “为 实数 . 令 了 = (eue3e3), 则 命题 也 成 立 . 


取 命 题 41 中 的 工作 坐标 变换 X = TX', 则 二 次 曲面 在 新 坐标 系 下 
的 方程 可 写成 


》z2 十 1 十 zz22 十 2B1z 十 2B 和 十 2B32 十 C = 0. (4.2.8) 


这 时 有 
五 三 入 十 风 十 Z， 天 = 和 十 /2 十 和 YY，13 三 入 LDO (4.2.9) 


其 中 \\ 刀 > 不 多 为 零 ， 


我 们 首先 考虑 玉 = Xz 关 0 的 情形 ,这 时 二 次 曲面 方程 可 以 进一步 

写成 
》Xz*2 二 Ho 二 vvzx2 二 Cr =0， (4.2.9) 

其 中 
2 
由 (4.2.9) 得 到 = C" 13 如 果 AN 同 号 ， 则 五, 有 也 与 如 有 相同 
的 符号 当 五 <0 时 ，Cr" 与 wz 有 不 同 的 符号 ， 这 时 二 次 曲面 为 椭 
球面 ; 当 五 >0 时 ，C” 与 入 扩 有 相同 的 符号 ， 这 时 二 次 曲面 为 空 
集 ; 当 五 =0 时 ， 二 次 曲面 为 一 个 点 ， 如果 /> 蜡 号 ， 我 们 可 不 妨 
设 X\Aw 的 符号 为 s 而 “的 符号 为 -=. 这 时 瑟 的 符号 为 ~s. 当 五 <0 
时 ，C” = my/ 的 符号 为 = 这 时 二 次 曲面 为 单 叶 双 曲面 ; 当 灰 > 0 时 ， 
CC = 有/ 的 符号 为 -se, 这 时 二 次 曲面 为 双 叶 双 曲 面 ; 当 到 = 0 时 ， 
C” = 0, 这 时 二 次 曲面 为 权 圆 锥 面 . 

其 次 我 们 考虑 Amz 中 恰 有 一 个 为 零 的 情形 .我 们 不 妨 设 ” = 0， 
五 = 关 0. 这 时 有 厂 = 一 B23. 如 果 五 夭 0 二 次 曲面 方程 (4.2.8) 可 
以 进一步 写成 


水 万 1 沙 万 炒 
太一 对 二 十, 久 = 相 二 了， 攻 王 了 十 
入 内 


》Xz*2 十 1 十 2B 2 一 0， (4.2.10) 
其 中 
1 
人 


于 是 ， 当 五 >0 时 ， 二 次 曲面 为 顶 圆 抛物 面 ; 当 五 < 0 时 ， 二 次 曲面 
为 双 曲 扫 物 面 ， 如果 五 = 0, 则 厂 = 0, 这 时 二 次 曲面 方程 (4.2.8) 可 以 
进一步 写成 

xz 十 1 二 Cr = 0， (4.2.11) 
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其 中 
炒 瑟 ! 洲 枯 
2 一 人 十 人， 2 一 V/ 于 
于 是 ， 汝 >0 且 五 与 C"” 异 号 时 ， 二 次 曲面 为 枯 圆 柱 面 ; 当 环 >0 
且 五 与 C* 同 号 时 ， 二 次 曲面 为 空 集 ; 当 五 >0 且 C =0 时 ， 二 次 
曲面 为 直线 六 = 人 沪 =0( 即 轴 ). 当 五 <0 且 cz 业 0 时， 二 次 曲 
面 为 双 曲 柱 面 ; 当 到 <0 且 cc =0 时 ， 二 次 曲面 为 两 个 相交 的 平面 
Il 六 士 VIulw = 0， 
最 后 我 们 考虑 > 中 只 有 一 个 是 非 零 的 情形 .我 们 不 妨 设 下 = 
入 关 0 且 /=z>=0. 这 时 有 五 == 厂 =0. 方 程 (4.2.8) 可 以 写成 


了 忆 1 加 下 症 阴 局 1 
和 (Z :+ 人 HH2B2y 十 2B3az 十 C 一 0. (4.2.12) 
如 果 8 = B = 0, 则 方程 可 进一步 写成 
》Xz*2 二 CC” = 0， 
其 中 
2 去 克 了 4 / 忆 
2Z 一 2 十 和 ， CG 王 人 Ra 


这 时 , 当 五 与 C* 异 导 时 ， 二 次 曲面 为 两 个 平行 平面 ; 当 五 与 C* 同 号 
时 ， 二 次 曲面 为 空 集 ; 当 C* = 0 时 ， 二 次 曲面 为 平面 汪 = 0. 如 果 也 
和 B4 不 全 为 零 ， 可 设 (B 和 , B 和 ) = (rcosbrsing), 其 中 = VB 和 2 十 92. 
作 坐 标 变换 


已 / / 瑟 2 
2 二 总 于 二 人 一 (cosgy 十 singy 十 条 一 Ah) 一 一 singy' 十 cos0z/， 
则 方程 (4.2.12) 变 成 
》Xz"2 十 2r 几 一 0. 
这 时 一 个 抛物 柱 面 . 


综 上 所 述 ， 我 们 得 到 二 次 曲面 的 分 类 定理 ; 
定理 4.2 由 二 次 方程 
41172 十 42202 十 433z2 十 24il27Vy 十 24137z 十 2423VZ 


十 2B1z 十 2BP2V 十 2Baz 二 CC =0 


定义 的 二 次 曲面 只 可 能 是 以 下 的 图 形 ;， 椭 球 面 ， 单 叶 双 曲面 ， 双 叶 双 
曲面 ， 椭 圆 抛物 面 ， 双 曲 抛物 面 ， 椭 圆锥 面 ， 椭 圆柱 面 ， 双 曲 柱 面 ， 抛 
物 柱 面 ， 两 个 相交 平面 ， 两 个 平行 平面 ， 一 条 直线 ， 一 个 点 ， 罕 集 . 
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定理 4.3 设 9 是 二 次 方程 
41102 42202 43322 24i127V 十 24137z 十 2423VZ 


十 2BI7Z 十 2B2y 十 2Baz 二 CC=0 

定义 的 二 次 曲面 ， 五 , PP Ra 和 丈 是 它 的 代数 不 变量 . 则 3 次 方程 
妇 一 万 妇 +Pt 一 有 =0 的 三 个 根 Am 均 为 实数 ， 并 且 

() 3 为 椭 球 面 当 且 仅 当 ,> 非 零 同 号 ， 且 怀 < 0; 
2) 3 为 单 叶 双 曲面 当 且 仅 当 X, wz 非 零 不 同 号 ， 且 到 > 0; 
3) 5 为 双 叶 双 曲 面 当 且 仅 当 A,/z 非 零 不 同 号 ， 且 三 < 0; 
4) 3 为 椭圆 抛物 面 当 且 仅 当 ,wz 恰 有 一 个 为 零 ， 且 五 > 0 < 0; 
5) 3 为 双 曲 抛物 面 当 且 仅 当 ,> 恰 有 一 个 为 零 ， 且 已 <0, 闷 > 0 

) 

) 

) 


6) 5 为 顶 圆锥 面 当 且 仅 当 ,mz 非 零 不 同 号 ， 且 五 = 0; 

7) 3 为 椭圆 柱 面 当 且 仅 当 ,jz 恰 有 一 个 为 零 ， 且 五 > 0 五 =0; 

8) 3 为 双 曲 柱 面 当 且 仅 当 ,jz 恰 有 一 个 为 零 ， 且 五 < 0 =0; 
我 们 已 经 由 例子 4.5 知道 ， 椭 球面 是 球面 在 某 个 仿 射 变换 下 的 像 . 

以 下 我 们 证 明 ， 球 面 在 任意 一 个 仿 射 变 换 下 的 像 为 椭 球 . 


设 3 为 单位 球面 + 妈 +2=1 4 是 任意 一 个 仿 射 变换 . 则 由 第 二 
章 的 定理 3.2 知 ， 少 有 坐标 表示 X* = BX+b, 其 中 避 的 行列 式 非 零 ， 
b 为 党 向 莉 ， 而 4 将 仅 标 为 X 的 点 变 成 坐标 为 X 的 点 . 令 C=B 
c=-B bpb, 则 有 X=CX"+ec: 我 们 将 这 个 方程 写成 


Ce 
这 时 ， 对 任何 Xe 8 有 


四 vt 7 0 及 
0 王 2 十 久 十 2 一 1 Eu 二 | 


0 
因为 X” s 4%(32) 满足 上 述 二 次 方程 ， 所 以 %S?) 是 一 个 二 次 曲面 . 由 
上 式 可 见 ， 它 的 主 矩 阵 4= CC, 并 且 代 数 不 变 量 
| 


五 = = -Cl < 0. 
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由 于 4= CC 为 对 称 矩 阵 ， 由 命题 41 得 知 ， 存 在 正 交 和 抢 阵 了, 使 得 


故 对 任何 非 零 和 = (2, 沁 节 有 


入 0 0 人 
AZ” 十 1 十 7 好 一 (z,V2z)10 A 0 V 
0 0 7 用 


一 XiT4TX = (CTX)NCTX) =1CTXP2 > 0， 
故 ,jz 均 为 正 数 . 于 是 , 定理 4.3 的 (1) 推出 ，%(52) 是 一 个 椭 球 面 . 
这 样 ， 我 们 证 明了 
定理 4.4 球面 在 仿 射 变换 下 的 像 为 椭 球 面 . 
习题 IIL4 
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